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Λύσεις Θεµάτων Μαθηµατικών

διαγωνισµού ΑΣΕΠ 2007

Ελένη Μήτσιου

Ερώτηµα 1

α) Θεωρία από σχολικό ϐιβλίο κατεύθυνσης Γ ′ Λυκείου.

ϐ) Τα τρίγωνα ABΓ , A ′B ′Γ ′ είναι οµοιόθετα. Οι διχοτόµοι των τριγώνων

είναι συνευθειακές.

b

b

b

I

A ′

B ′ Γ ′

δ

ρ

A

B
Γ

Αν ρ η ακτίνα του εγγεγραµµένου κύκλου τότε η ακτίνα ρ ′ του εγγε-

γραµµένου στο A ′B ′Γ ′ είναι ρ ′ = ρ + δ και

α

α ′
=

β

β ′
=

γ

γ ′
=

Π

Π ′
=

ρ

ρ + δ
,

όπου α, β, γ οι πλευρές του ABΓ και Π η περίµετρός του, ενώ α ′, β ′, γ ′

οι πλευρές του A ′B ′Γ ′ και Π ′ η περίµετρός του. Αν τ η ηµιπερίµετρος

τότε ρ = E/τ, οπότε ρ = 2E/Π, και

λ =
α ′

α
=

ρ + δ

ρ
= 1 +

δ

ρ
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΄Αρα

Π ′

Π
= 1 +

δ

ρ
= 1 +

δΠ

2E

• Π ′ =

(

1 +
δΠ

2E

)

Π

και

E ′

E
= λ2 =

(

1 +
δΠ

2E

)2

• E ′ =

(

1 +
δΠ

2E

)2

E

γ) f ′(x) = f(x), ∀x ∈ R.

i) Εφαρµογή σχολικού ϐιβλίου κατεύθυνσης Γ ′ Λυκείου.

ii) ΄Εχουµε :

2xh(x) = (x2 + 1)[h(x) − h ′(x)] + 1, h(0) = 0

⇔ (x2 + 1) ′h(x) + (x2 + 1)h ′(x) = (x2 + 1)h(x) + 1

⇔ [(x2 + 1)h(x) + 1] ′ = (x2 + 1)h(x) + 1.

Για f(x) = (x2 + 1)h(x) + 1, έχουµε :

f ′(x) = f(x) ⇔ f(x) = cex

f(0) = h(0) + 1 = 1

}

⇒ c = 1,

΄Αρα

f(x) = ex ⇔ (x2 + 1)h(x) + 1 = ex

⇔ h(x) =
ex − 1

x2 + 1
, ∀x ∈ R.

Ερώτηµα 2

α) Θεώρηµα Fermat από σχολικό ϐιβλίο κατεύθυνσης Γ ′ Λυκείου.
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ϐ)

K xi yi xiyi x2
i

1 25 110 2750 625

2 30 120 3600 900

3 35 120 4200 1225

4 40 130 5200 1600

5 45 130 5850 2025

6 50 140 7000 2500

7 55 150 8250 3025

8 60 140 8400 3600

9 65 150 9750 4225

10 70 170 11900 4900

Σύνολα 475 1360 66900 24625

i) Είναι :

β̂ =
10 · 66900 − 475 · 1360

10 · 24625 − (475)2
= 1.115

x = 47.5 y = 136

α̂ = y − β̂x = 136 − 1.115 · 47.5 = 83.03

ŷ = 83.03 + 1.115x

ii) ŷ = 83.03 + 1.115 · 80 = 172.23 mmHg.

Σηµείωση: Η τιµή 80 είναι αρκετά έξω από το διάστηµα [25, 70]

οπότε η εικασία µας 172.23 mm Hg δεν είναι και τόσο έγκυρη.

γ) AX = λX ⇔
(

2 k

−k 1

) [

x

y

]

= λ

[

x

y

]

⇔
2x + ky = λx

−kx + y = λy

}

⇔
(2 − λ)x + ky = 0

−kx + (1 − λ)y = 0

D =

∣

∣

∣

∣

(2 − λ) k

−k (1 − λ)

∣

∣

∣

∣

Αν D 6= 0 το οµογενές σύστηµα έχει τη µηδε-

νική λύση και απορρίπτεται. ΄Αρα :

D = 0 ⇔ λ2 − 3λ + 2 + k2 = 0

λ ∈ R ⇔ ∆ > 0 ⇔ 9 − 4(2 + k2) > 0 ⇔ 4k2
6 1

⇔ |2k| 6 1 ⇔ −1 6 2k 6 1 ⇔ −
1

2
6 k 6

1

2

και k ακέραιος άρα k = 0.
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Ερώτηµα 3

1

΄Εχουµε :

f(x) = x2 και f ′(x) = 2x

ǫ : y − f(1) = f ′(1)(x − 1)

ǫ : y − 1 = 2(x − 1)

ǫ : y = 2x − 1

E =

∫1

0

[x2 − (2x − 1)] dx − (OAB)

=

[

x3

3
− x2 + x

]1

0

−
1

2
(OA)(OB)

=
1

3
− 1 + 1 −

1

2
· 1

2
· 1 =

1

3
−

1

4
=

1

12
τ.µ.

O

b

b

A(1
2
, 0)

b B(0, −1)

ǫ

1

x2

Σωστή η γ.

2 Είναι :

BΓ = λ3 =
√

3R

AK =
3

2
R

VK

VT

=
4
3
πR3

1
3
πρ2υ

=
4πR3

π(KΓ)2 · AK
=

4πR3

π
(√

3
2

R
)2

3R
2

=
4πR3

π3
4
R2 3

2
R

=
4π
9π
8

=
32

9
.

B

A

Γ

b O

R

b

K
R/2

R/2

Σωστή η ϐ.

3

(

1

x
+
√

x

)12

=

12∑

k=0

(

1

x

)12−k
(√

x
)k

΄Αρα

12 − k =
k

2
⇔ 3k = 24 ⇔ k = 8.

Συντελεστής
(

12

8

)

= 12!

8!4!
= 495. Σωστή η γ.
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4 ΄Εχουµε :

k = cos
2π

7
cos

4π

7
cos

8π

7

=
2 sin

2π

7
cos

2π

7
· 2sin

4π

7
cos

4π

7
· 2 sin

8π

7
cos

8π

7

2 sin
2π

7
· 2 sin

4π

7
· 2 sin

8π

7

= �
�

��
sin

4π

7
·
�

�
��

sin
8π

7
· sin 16π

7

8 sin
2π

7
·
�

�
��

sin
4π

7
·
�

�
��

sin
8π

7

=
1

8
·
sin

(

2π +
2π

7

)

sin
2π

7

=
1

8
.

Σωστή η α.

5 Επειδή :
∫

ln xdx =

∫

(x) ′ ln xdx = x ln x −

∫

�x
1

�x
dx = x ln x − x + c,

έχουµε :
∫e

1/e

|ln x| dx = −

∫1

1/e

ln xdx +

∫e

1

ln xdx

= −[x ln x − x]11/e + [x ln x − x]e1

= −(0 − 1) +

[

1

e
(−1) −

1

e

]

+ e · 1 − e − (0 − 1)

= 2 −
2

e
+ 1 = 2 −

2

e
= 2

(

1 −
1

e

)

.

Σωστή η δ.

6 ΄Εστω |~α| =

∣

∣

∣

~β

∣

∣

∣ = k. Τότε :

~x · ~y = 0 ⇔ (~α + 2~β)(5~α − 4~β) = 0

⇔ 5~α2 − 4~α~β + 10~α~β − 8~β2 = 0

⇔ −3k2 + 6~α~β = 0

⇔ −3k2 + 6 · k · k · cos(~α, ~β) = 0

⇔ cos(~α, ~β) =
1

2
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΄Αρα (~α, ~β) = 60◦. Σωστή η γ.

Ερώτηµα 4

7 Το πρώτο ψηφίο του τελευταίου διψήφιου επιλέγεται µε 10 τρόπους και

το δεύτερο µε 9 (αφού τα ϑέλουµε διαφορετικά). ΄Αρα οι δυνατές περιπτώ-

σεις είναι N∆ = 90, ενώ υπάρχει µία µόνο ευνοϊκή περίπτωση, NE = 1.

Συνεπώς, η πιθανότητα είναι

p =
NE

N∆

=
1

90
.

Σωστή η ϐ.

8 Πρέπει lim
x→0

f(x) = λ. Είναι :

lim
x→0

1 − cos x

x2
= lim

x→0

2 sin2 x

2
x2

= lim
x→0

2
(

sin
x

2

)2

(x

2

)2

· 4

=
1

2



 lim
x→0

sin
x

2
x

2





2

=
1

2
· 12 =

1

2
.

΄Αρα λ = 1/2. Σωστή η γ.

9 y = log3

√

81 · 3
√

27 = log3

√
81 · 3 = log3 35/2 = 5/2. Σωστή η ϐ.

10

f(x) = (x2 + x + 5)φ(x) φ(0) = 1, f(0) = 5

lim
x→0

f(x) − f(0)

x − 0
= lim

x→0

(x2 + x + 5)φ(x) − 5

x

= lim
x→0

(

x2 + x

x
+

5(φ(x) − 1)

x

)

= lim
x→0

(

x + 1 + 5 · φ(x) − 1

x

)

= 1 + 5 · 1 = 6.

Σωστή η γ.
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y = x2 − 5x + 6, P1(3, 0) P2(5, 6)

λεφ =
6 − 0

5 − 3
= 3 f(x) = x2 − 5x + 6

f ′(x) = 2x − 5, f ′(x0) = λεφ = 3 ⇔ 2x0 − 5 = 0 ⇔ x0 = 4

y − f(4) = f ′(4)(x − 4), f(4) = 2

y − 2 = 3(x − 4) ⇔ y = 3x − 10

Σηµείωση: Αν f(x) = αx2+βx+γ και A, B σηµεία της, µε τετµηµένες x1

και x2 αντίστοιχα, τότε η εφαπτοµένη στο x0 = (x1 +x2)/2 είναι παράλληλη

στη χορδή AB. Σωστή η α.

12 ΄Εχουµε :

ET1
= α2 ET2

=
1

2
α2, διότι έχει κορυφές τα µέσα του πρώτου.

EK1
= π

(α

2

)2

= π
α2

4
=

π

4
α2.

΄Οµοια EK2
=

π

4

(

1

2
α2

)

. ΄Αρα :

∞∑

ν=1

ETν

∞∑

ν=1

EKν

=

(

1 +
1

2
+

1

4
+ · · ·

)

· α2

(

1 +
1

2
+

1

4
+ · · ·

)

· π

4
α2

=
4

π
.

Σωστή η ϐ.
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